Introduzione by ,
- 2 -
O. - INTRODUZIONE.
0.1. Si cons i deri IO l'insieme dei • reali R • • arbi-numen e un lnSleme
tI l ri O X, • • nito, che sarà • l'insieme • • sottoin-ln generò e l n- pOl SUl CUl
• definite • che considereremo. La supers truttura V diS' !ml sono e ml' ire
be se X R è la ;0 11 e~ ione degl i • • • che si possono formare dae lnSleml
X e R con un numero finito di applicazioni dell'operazione insiemist~
ca di potenza: ~ (Y) = insieme delle parti di Y. In realtà V stesso
è un insieme; sono elementi di V i sottoinsiemi di X, i sottoinsiemi
di R, collezioni finite di sottinsiemi, funzioni da X a R, insiemi
di tali funzioni etc. etc .•.. Inoltre V è chiuso rispetto alle opera
zilni di unione e di intersezione finite, prodotto cartesiano finito ... ;
in;omma V è proprio la collezione di insiemi dentro la quale possiamo
trlvare tutti gli oggetti matematici standard che adopereremo in tale se
milario. Per ragioni tecniche si suppone X e R disgiunti e ogni ind~
vijuo X i X U R fon avente elementi in comune con V.
Si considerino d( lli i siemi "'X,"'R tali che "'R -R l1- : a supe.!:
struttura V' sopri "'X ' "'Il è definita in modo analogo. Ci interessa-
no quelle V' per ( J1 es ;te una funzione "': V -+ V' soddisfacente •l
seguenti assiomi:
l) "' • l'identi l sug • ind vidui, cioé sugll el ementi di X li R.e l
2) "' è • • C oé AeB<: ?"'A e "'B ancheuna e- l I nersl ne. o
"' .A::> {"'A • A ;c.JI,} (se A , X li R~A ~ A)•
-
3)", non può es ~re l indentità. Per tutti gli cA infiniti
~ #' {"'A : A o J.,}
4) Il Principio i Tra sfer (abbr. PT).
Quest'ultimo affermo che e ~(vl'" .v
n
) è una proprietà espressa da una
formula del primo o dine imitata, allora:
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L, formula ~ è unE delle formule che si possono costruire dalle formule
b. ;il ari de l ti po v € u, V = u, con un numero fi nito di pass i adoperando
CI ~giunzioni 1\ ,disgiunzioni Y, implicazioni .,., +-+ e infine i qua.!!
t· ficatori limitati; per questi ultimi si intende che davanti ad una for-
mLla si può scrivere (~v € x) ... o (V V € x) ... con x costante
o variabile. Daremo più avanti esempi di come si applica tale principio.
Slperstrutture V' e applicazioni che godono le proprietà elencate
e!istono e si possono "costruire" in vari modi facendo uso però in tutti
dell'assioma di scelta o al massimo di qualche assioma solo un po'
bole di esso (vedi [1][2][7J).
. 'plU d~
0.2. Descrizione di *R. Siccome R è un campo ordinato, anche *R
lr è, per il PT. Tuttavia
et imedeo.
*R non è (e non può essere poiché *R7 R) ar-
Tale proprietà infatti, non si esprime mediante una formula a cui si può
al Pl i ca re il PT.
C· sono alcuni sottoinsiemi di *R limitati superiormente che non ammettono
Slp. Quali siano gli insiemi limitati per cui esistono gli estremi verrà chia
rito nel punto 0.4. Piuttosto qui diamo delle proprietà algebriche di *R
che si trasmettono da R.
Indichiamo con:
*X € R & Ixl < n per qualche n € tO
*{x : x € R & Ixl < ln+l per ogni n € tO
~(·R), insieme degli elementi finiti, è un anello ordinato.
*o( R), insieme degli infinitesimi, è un ideale massimale in tale anello.
Inoltre
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R. L'omomorfismo canonico st: ~(*R) ~ R
--
è nolto impor1:ante I ~r ciò che segue; esso per ogni x finito "sceglie" il
m nero reale che" r iù si avvicina" ad x. In altri termini, da a = st(x)
essa viene chiaa +
SI ~ue che a - x è infinitesimo; si scrive anche
trova allora in una ed una sola classe laterale
mata monade di a (mon(a)).
a ~ x. Ogni
*e( R);
a e R •S1
Gli elementi di *R - 6(*R) sono chiamati infiniti.






INFINITI NEGATIVI INFINITI POSITIVI
O 3 D .. d' *N. Pe r 1'1. . escr1Z10ne l PT, anche qui molte proprietà si trasfe
*riscono da N a N. Questo è quello che si dice un modello de11 'aritmetica
peaniana al l° ordine. Non tutti i sottoinsiemi (non vuoti) di *N al1ll1etto-
no minimo, altrimenti *N coinciderebbe con N.
Esempio:
non può ammettere minimo. Se a fosse minimo di tale insieme,
s€~uirebbe a F o, per cui
su 'do.
a - l et! cosicché (a-l)+l e N, il che è as
Tuttavia certi sottoinsiemi descritti nel punto 0.4 lo ammettono. ti è
un segmento iniziale di *N.
Per n e N vale la formula (Vx e N) ... (Vx € N)[.Ax. < n ~ .V.x.=x.];
o n l =0 l l <J l J
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a plicando allora il PT si ha che vale




€ ~ ) •Al x. < n... . .x. - x.] .l= l l <J l J
I oltre "'1'1 è cofinale con "'R; basta applicare il transfer alla formula
(Vx € R)( 3Y € tl)(x ~ Y) .
Ciò ci dice che ·R non è archimedeo, bensì ·N-archimedeo.
0.4. Gli insiemi interni. La • si applica a tutti gli elementi di V.





• , sono detti interni, mentre gli elementi che sono
sono detti standard. I sottoinsiemi interni di un dato
•lm-
• •lnSle
me Y sono gli elementi di ~(Y). Quest'ultimo insieme è un'algebra di Boole,
e ~e Y
Incltre
è infinito "'&'XY) ~ ("'Y) .
•• :4' (y) ... f' (Y) è un monomorfismo booleano. Per il Principio di
Transfer valgono infatti le:
*(A U B) - ·A U "'B
"' (A - B) - •A' "'B
,
,
• (A il B) - • A il ·B
·0 = 0
Inoltre, se f: A ... B, segue ·f : ·A ... ·B·, H()- l'se x,y e una re aZlone
* ,., • ,.,(Dom H) - Dom H (Rango H) - Rango H.
Ci sono alcuni insiemi nella superstruttura V', i quali non solo non stan
no nell'immagine di • (cioè sono standard), ma che non sono nemmeno interni
(e~empio: N, *1'1\1'1, R etc ... ).
Siamo interessati a considerare la collezione degli insiemi V' che sono
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ins emi interni. Questa collezione si chiama ~liamento Non-standard di V.
Gli insiemi interni sono importanti come dimostrano le proposizioni seguenti.
roposizione l : I sottoinsiemi non vuoti e interni di *N ammettono mi-
mmo.
roposizione 2 : I sottoinsiemi non vuoti di *R interni e limitati supe-
r"ormente ammettono sup.
imostrazione di l (2 è simile) : Un sottoinsieme A di *N è un elemento
di :l<f'(N). Allora si applichi il PT alla formula:
(V A e iP( N) [A " la -+ ( j y e A) (V z e A)(y ~ z)] .
0.5. Gli insiemi , -finiti. Dato un insieme V, hanno particolare importa~
nivrca mediante una funzione interna, con un segmento di
za i sottoinsiemi interni di :I<V che si possono mettere in corrispondenza biu
'N. Essi sono detti
:I< - initi. Si possono ovviamente descrivere anche nella seguente maniera. Sia
l'insieme dei sottoinsiemi finiti di V. Ogni insieme ,-finito appar
tie e a :I<~f(V), La funzione II II: il'f(V) -+ N che associ a ad ogni el emento
II
L sua cardinalità si
, ,
Il: il'f(V) -+ N.
estende ad una funzione, sempre denotata
Con il PT si possono dimostrare le seguenti
!,~osizione 3 : Ogni sottoinsieme interno di un insieme :I< finito è
,-fi nito.
!roposizione 4 : S! A, B sono * finiti e A c B allora IIAII ~ llBl1 .
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0.6. Allargamenti - Fra gli ampliamenti non standard di V ci interessano
qu, 11 i detti ALLARGAI lENTI , che godono una u1teri ore proprietà. Ess i sono defi
ni i median.te una de le condizioni equivalenti date dalla proposizione 5 che
se .e. Una relazione H(x,Y) appartenente a V si dice concorrente se
Si dice che essa è saturata nell'ampliamento non standard se esiste un
*v e (Rango H) tale che vale
* *H( x,v) per ogni x e(Dom H)
Esempio: Sia =-- un filtro proprio e H(A,B) definita da
A e 'I & B e 1 & A~ B
-
Marifestamente, H è concorrente. Che H sia saturata vuo1 dire che esiste
in particolare
tutti i fi 1tri
un D e *, tale che *H(*A,D) per ogni A e'I . Ciò vuol dire che,
*n {A : A e'Il F 0 . Quest'ultima proprietà richiesta per
propri è un'altra proprietà che caratterizza gli allargamenti.
Proposizione 5: Per un ampliamento non-standardsono equivalenti:
(i) Per ogni insi"me Y esiste un insieme *-finito F tale che
(ii) Ogni filtro ~ è tale che
a 'loYC F C Y , dove ay 'lo= { Y : ye n.
(){'loA : A e:n F 0 .
(iii) Ogni re1azion, H concorrente è saturata (ovviamente, Y':J' H) sono
elementi di V).
Osservazione: La proprietà (i) è quella che, come si dice in gergo, perme!
te di approssimare gli insiemi infiniti dal di sopra.
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Essa è soprattutto utile in aree dove i problemi sono di natura discreta, ma
i metedi sono continui perché può ridurre certe dimostrazioni a dimostrazioni
puram lte combinatorie (vedi parte II 2.1J prop. 6,e[lO], [13J, [32J § 7 ).
